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Ach | e Rownanie rozniczkowe
zwyczajne (ODE)

Rownanie roézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu w postaci
zagadnienie Cauchy’ego (problem poczatkowy — Initial Value Problem)
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Proces stochastyczny

Rys. Ruch Browna — proces Wienera
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etz stoch astyczne (S D E)

dryf dyfuzja
{ dX(t) = alt, X (t—))dt + b{t, X (t—))dW (1)
X(0) =&,

Row. Stochastyczne rownanie rozniczkowe

dX (t) = a(t, X (t—))dt + b(t, X (t—))dW (t) + c(t, X (t—))dN (¢)
{ X(0)=¢,

Réw. Stochastyczne rownanie rozniczkowe ze skokami
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Co to jest proces Wienera?

Cechy procesu Wienera: ’
1.W,=0

2. Przyrosty W, — W, sg

niezalezne oraz majg rozktad .
N(O, t-s), gdzie t>s.

3. Proces jest ciggty, ale
nierézniczkowalny.
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Jak generowac pojedynczg trajektorie procesu Wienera?

» Chcemy symulowac¢ wartosci
(W(ty), ..., W(t,)) w ustalonym
zbiorze punktow 0<t,<...<t,.

» Niech Z,, ..., Z, bedag

WiE~MN(D,t)
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niezaleznymi zmiennymi 0 % 100 150 200 350
losowymi N(0,1). 1 _ wowen com-on
» Dla standardowego procesu osf

Wienera W(0) = 0 oraz
W(ti,q) = W(t) + (ti, - 1)Y2Z,
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AGH rownan rozniczkowych stochastycznych
import numpy as np Diugosc przedziatu T : 1.2
from matplotlib import pyplot as plt Liczba punktdw siatki N : 1000
import seaborn as sns
sns.set theme()
15
def plot wiener(T,n):
X=np.zeros(n+1) 10
y=np.zeros(n+1) '
x[@] = @.0
y[e] = e.0 0.5
h = float(T/n)
h_sgrt = np.sqrt(h) 0.0
for 1 in range(n):
x[1+1] = x[1] + h o

y[i+1] = y[i] + np.random.normal(®, h sqrt)
plt.plot(x,y)
plt.show() -1.0
T = float(input("Diugosc przedziatu T : "))
n = int(input("Liczba punktow siatki N : "))
plot wiener(T,n)

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2
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rownan rozniczkowych stochastycznych

XF (the1) = X5 (t) + a(UL,) - Atk + b(UE,) - AWk + c(UL,) - AN,
UL, = (te, X (1)),

Réw. Schemat Eulera dla stochastycznego rownania rézniczkowego

UWAGA: To jest przyblizenie tylko jednej realizacji trajektorii!
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AGH z 2oL s

rownan rozniczkowych stochastycznych
Ssrot QT £S 03 D%ugos’c’ przet?zia%u T.: s
from matplotlib import pyplot as plt Liczba punktow siatki N : 1000
import seaborn as sns
sns.set_theme() 15

def plot wiener(T,n):

x=np.zeros(n+1) 1.0
y=np.zeros(n+l)

x[@] = 0.0

y[e] - .0 0
h = float(T/n)

h_sqrt = np.sqrt(h) 0.0

for 1 in range(n):
x[1+1] = x[1] + h

y[i+1] = y[i] + np.random.normal(®, h sqrt) =05
plt.plot(x,y)
plt.show()
T = float(input("Diugosc przedziatu T : ")) 00 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12

n = int(input("Liczba punktow siatki N : "))
plot wiener(T,n)
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Jak poréwnywaé wynik rozwigzania?

Pojedyncze trajektorie

- Alg. Eulera 16 - Alg. Eulera
~— Rozw. dokiadne —— Rozw. dokiadne
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Poréwnanie wynikéw dla ODE

28 T
schemat Eulera otwarty
enpit)

26 |
24 -

22

18
16
14 |

1.2 |
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rownan rozniczkowych stochastycznych

Jak poréwnywac wynik rozwigzania, kiedy:

» Znamy rozwigzanie
doktadne?

» Nie znamy rozwigzania
doktadnego?

Brownian Bridge

10

Value

-20

0.0 0.2 04 06 08 1.0
Time

Niech W bedzie procesem Wienera oraz ty < ty < t3.
Wtedy W (ta) pod warunkiem W(ty) « Wi(ts) ma rozklad normalny
N(p,0?), gdzie
tqg —to tog — 11 .,
ts —t ty —t

H

oraz
o (ts—ta)(t2 —t1)

- ts — 1,
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rownan rozniczkowych stochastycznych
» Istnieje wiele pakietow do aproksymaciji rownan rézniczkowych zwyczajnych
Matlab, Mathematica, C++ i inne

» Aproksymacja rownan rozniczkowych stochastycznych
Biblioteka cuSTOCH — CUDA C
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metod numerycznych dla SDE

» Potrafimy opisywac losowe zjawiska oraz aproksymowac ich
rozwigzania.

» Nalezy bycC jednak ostroznym na losowosc, tj.
— Generowanie wielu trajektorii,

— Zachowanie wtasnosci: generowanie niezaleznych
procesow Wienera (oraz Poissona),

— Sensowna ocena wynikow: generowanie mostow Browna.

» Mozemy wykorzystac przyspieszenie sprzetowe (GPU) do
obliczen rownolegtych.

www.agh.edu.pl
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BADAW[;ZA OpCja

Prawo do przeprowadzenia w przysztosci transakcji na warunkach ustalonych dzis.
Prawa tego nie trzeba realizowaé. Tak wiec opcja daje prawo do sprzedazy/kupna
instrumentu bazowego (akcji, obligacji, waluty, papieru wartosciowego 0 statym

oprocentowaniu lub indeksu akcji) w ustalonym terminie w przysztosci po ustalonej cenie
realizacji opciji.

Proces ewolucji ceny jest pewnym procesem losowym.

www.agh.edu.pl
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Przyktad: dwumianowy model wyceny opcji (Cox, Ross, Rubinstein, ,Option pricing:
Simplified Approach”, Journal of Financial Economics- September 1979)

Mamy pewne aktywo S, ktore w chwili poczgtkowej t = 0 posiada wartos¢ S(t = 0) = S,. Po
czasie T dopuszczamy jeden z dwoch mozliwych scenariuszy:

- aktywo drozeje do wartosci S,,,, z prawdopodobienstwem p albo

» tanieje do wartosci S;,,,,, Z prawdopodobienstwem 1 —p .

Rynek jest jednookresowy, co oznacza, ze rozwazamy tylko dwie chwile czasu:
poczatkowg: t = 0i przyszlg: t =T.

Z drugiej strony po czasie T depozyt bankowy gwarantuje nam, ze nasz kapitat bedzie
wynosit Spe’™", gdzie r to stopa procentowa.

Stad:

pSy + (1 —p)Saown = SOerT

www.agh.edu.pl
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Model ciagty ® & 0 ¢
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lll

t e [0,T].

AX(t) = (r — o) X ()t + o X (HAW (£) + co X (t—)dAN(8),
X(0) = 100,
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| zrandomizowany schemat Eulera

XE(tre1) = XE(tx) + a(UE,) - Aty + B(UE,) - AWy + ¢(UE,) - AN,

Ui, = (te. X7 (t),  XE(0) =¢,

Row. Schemat Eulera dla stochastycznego rownania rozniczkowego

X P (tr1) = X5 (t) + a(Op, Xo (tr)) - Ate + b(U) - AWy + e(ULY) - AN,

O = tp + 71 - A, T, ~U[0,1]
UFE = (e, XFE (1)), X[FE(0) =<,

Row. Zrandomizowany schemat Eulera dla stochastycznego rownania rézniczkowego
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NVIDIA Titan V vs. Intel Broadwell
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AGH Szereg czasowy a RNN

Szereg czasowy to ciag danych liczbowych, w ktorym kazda obserwacja zwigzana jest z
konkretnym momentem w czasie.

Szereg czasowy to realizacje pewnego procesu stochastycznego.

Sieci RNN - Architektury sieci neuronowych przystowane do przetwarzania danych w
dziedzinie czasu.

ldeg rekurencyjnych sieci neuronowych (ang. Recursive Neural Networks, RNNs) jest
wykorzystanie informacji sekwencyjnych. W przypadku tradycyjnej sieci neuronowej
zaktadamy, ze wszystkie wejscia (i wyjscia) sg niezalezne od siebie. Czesto jest to zte
zatozenie np. chcac przewidzie€ nastepny wyraz w zdaniu, lepiej zorientowac sie, ktore
wyrazy pojawity sie przed nim.

www.agh.edu.pl



) b ®© 00 ¢

BADAWCZA

Najprostszy neuron RNN

W kazdym kroku czasowym t (zwanym rowniez ramkg) ten neuron rekurencyjny odbiera
wejscia X, oraz wiasne wyjscie z poprzedniego kroku czasowego Y.y

SPg

(t 3) (t 2) [t 1)

B Time

Z lewej: Rekurencyjny neuron; Z prawej: Rekurencyjny neuron rozwiniety w czasie

zrodto: Geéron, Aurélien. Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and TensorFlow: Concepts, Tools, and Techniques to Build Intelligent Systems, O’Reilly
Media, 2017.
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Dlaczego nie RNN?

Problem zanikajgcego gradientu.

Wady RNN:

« dtugi czas trenowania;

* pamiec pierwszych wejs¢ stopniowo zanika, a po
pewnym czasie stan RNN nie zawiera praktycznie
zadnych sladow pierwszych wejs¢

www.agh.edu.pl
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Traktujgc komorke LSTM
jako "czarng skrzynke”, to
wyglada ona doktadnie jak
zwykta komorka, z tym ze jej
stan jest podzielony na dwa
wektory:

heg I Cy ("C” 0znacza
"komorke", cell):

h odpowiada stanowi
krotkoterminowemu

C odpowiada stanowi

dtugoterminowemu

LSTM

7

Forget gate

Cit1) —p

(t-1) —=

@

Input gﬁ/
3 \F@,J_
imT °(t)| Output gate

FC FC

| ® Element-wise :
.~ multiplication !

| @ Addition

LSTM cell )

' 2 logistic

zrodto: Géron, Aurélien. Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and TensorFlow:
Concepts, Tools, and Techniques to Build Intelligent Systems, O’Reilly Media, 2017.
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A. LSTM (okoto 88 tys. parametrow).

B. CNN (okoto 1 tys. parametréw).

C. CNN&RNN (okoto 100 tys. parametrow).

D. Sequence-to-sequence RNN (okoto 200 tys. parametrow).

E. Dual-Stage Attention-Based RNN (okoto 200 tys. parametrow).

Average RMSE [s] Average training time
0.05 140
0.045
120
0.04
0.035 100
HA) LSTM
0.03 20
mB) CNN
0.025 B C) CNN&LSTM
60
0.02 m D) SEQ2SEQ-RNN
0.015 20 W E) DA-RNN
0.01
20
0.005
0 0 —

Method Method
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Two layers of LSTM (first with 128 output units, second with 32 output units) and a
single dense layer with an output being the forecast entry (about 88k parameters).

. CNN. The smallest analyzed architecture consisting of the convolution layer with 64

output filters followed by max pooling layer with the size of the pool window equal 2
(about 1k parameters).

. Combination of CNN and RNN. The first layer is the same convolution as in the

network B, then at the top there is one stacked layer of the LSTM with 128 hidden
units (about 100k parameters).

. Sequence-to-sequence RNN based on the encoder-decoder architecture. The

encoder part of the network (one layer LSTM with 128 hidden units) is used to
calculate an encoder vector, which in turn is used as an initial hidden state of the
decoder part, which has the same structure as the encoder in this case (about 200k
parameters).

. Dual-Stage Attention-Based RNN. Roughly speaking, the encoder-decoder

architecture with the attention mechanism for both parts, which once again consist of
one layer LSTM with 128 hidden units (about 200k parameters).

www.agh.edu.pl



